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§ 6. X sei das Intervall (0, 2] = 0<x~2 (in R 1), L (§ 1) der Vektor-
verhand der Funktionen I (x) =a· x auf X (a reell), und das Elementar-
integral I( f) (§ 2), hei IE L, sei gleich 2a. Die Korper K (§Ibis) und 
Ka (§ 2ter) fallen zusammen his auf die zu ]{3 gehOrende Menge 
(x EX, O<y<oo). Die Klasse der nach f/J (RS)I-integrierharen Funktionen 
( § 2ter) fallt mit L zusammen. Nur die leere Teilmenge von X ist f/J-meBhar 
und (RS)I-integrierhar nach f/J (im Sinne von § 5), der Vektorverhand 
L* (von § 5) enthalt also nur die Nullfunktion. Wahrend L und das 
zugehorige Elementarintegral I hei Anwendung des Erweiterungsprozesses 
von § 2ter zu keinen auBerhalh L liegenden nach f/J (RS)! -integrierharen 
Funktionen fHhren, sieht man leicht, daB L* und I~(/0) = 0, mit lo === 0, 
jede Menge in X xR1 f/J*-meBhar machen (f/J* in analoger \Veise aus 
L*, I~ hervorgehend wie f/J aus L, I) mit MaB -mq:,. Null, wodurch auch 
jede in X definierte Funktion ein f/J*-lntegrpJ gleich Null erhalt (§§ 2ter 
und 4). Da I Werte * 0 zulaBt, sehen wir also, daB die Erweiterungs-
prozesse flir I und I~ nicht immer zur selhen Funktionenklasse flihren 
noch daB hei diesen Erweiterungen fi.ir zu heiden gehorende Funktionen 
der Integralwert derselhe zu sein braucht 17). 
Um hier positive Resultate zu erhalten wird darum, teilweise im 
AnschluB an M. H. STONE, dem Vektorverhand L, fi.ir dessen Funktionen 
ein Elementarintegral I von heschranktem Typus (siehe §§ 2bis u. 2) 
definiert ist, noch folgende Bedingung auferlegt: 
<5) Aus IE L folgt Min. (/, 1) E L; aus f E L, f* 0 auf E{f), = 0 auf 
dem Komplemen.t 0 [ E (f)] oder X- E (f) folgt die charakteristische 
Funktion XE(f) E L. 
Aus der Existenz von I(f) folgt somit die von I[Min. (f, 1)] und die 
von I[XE<t>J. 
Sat z 10. I st I;;;_ 0 und f/J--mef3bar, so gilt dasselbe von .Ll! in. (f, 1). 
Beweis. Denn hei g = 1 auf X ist zu heweisen, daB F·G f/J-meBhar 
(§ 4), somit daB hei jeder nicht-negativen Funktion hE L, also mit HE K 
17) Vergleiche ein analoges Beispiel fi.lr das Daniell-Int.<'gra] bei ZAANEN, loe. 
cit. 16), S. 65. 
(§§ 2bis, ;2ter), F·G·H E ]{2 ist: letzteres folgt au::; FE ]{3 und ::\lin. 
(h. g) E L, also H ·G E K. 
Satz 11. x) Die charakteristische Funktion xx(x) von X ist 1/J-me(Jbar, 
also auch jecle auf X konstante Funktion. /]) A us p konstant und f 1/J-me(Jbar 
folgt das gleiche ftir llfax. (f, p) und llfin. (f, p). 
Beweis. Da die ~Ienge E[x EX, O<.y<<XJ] 1/J-meBbar ist, ist die 
Funktion, 'Yelche auf X '== -:- <XJ ist 5), ql-meBbar. }fit Satz 10 folgt dasselbe 
fiir ;cx(x), und dadurch auch fur jede auf X konstante Funktion (vergl. 
Satz 8, o.:)). Die Behaupting /3) folgt wie Satz 7. 
§ 7. Hilfssatz A. Ist f(x)~O, gibt es eine Majorante g(x) EL von 
f(x), und ist die (endliche) obere Schranke H von f(x) positiv, so folgt 
aus O<.p<p+h"S.H ftir auBeres MaB Ta und inneres MaB Tt (§ 2ter) 
(8) 
und 
(9) 
Hierbei ist Qf(p,p+h) dieTeilmengevonXxR1 mit x EX, p<y;;;;,f(x) 
bei p<f(x)<p+h, und x EX, p<y;;;;,p+h bei f(x)~p+h; daneben ist 
!27(p+h) die Teilmenge von XxR1 mit x EX, O<.y;S;1 bei f(x)~p+h, 
und hat Q?(P) eine analoge Definition. 
Beweis. Aus 
{x EX; p<.y;;?;; p-f-h bei f(x) ~ p+h} ~ Qt(p,p+h) ~ 
~ {x EX; p<y;;;;, p-:-h bei f(x) ~ p} 
folgt 
(10) Ta[{x EX; p<.y;;;;, p+h bei f(x) ~ p+h}];;;;, 
;;;;, Ta[f2,(p,p~-h)];;;;, Ta[{x EX; p<.y ~ p-;-h bei f(x) ~ p}J.l8) 
Bei willktirlich positivem e gibt es eine Uberdeckung von {x EX; 
p < y;;?;; p + h bei f (x) ~ p + h} durch endlich viele paarweise fremde lVIengen 
{G~>-Q~>}J=1 , 2 , ... ,n, wobei G~i> auBere Ordinatenmenge einer nicht-
negativen Funktion g~i>(x) E L(i= 1, 2; j= 1, ... , n), und g~ll(x)~g~ll(x)~ 
~ g~2>(x) ~ g~2>(x) ~ ... ~ g~">(x) ~ g~">(x), mit 
" T[! {G1i> -G~>}J --Ta[{x EX; p<y;;?;; p:, h bei f(x) ~ p+ h}] <e. 
i-1 
Nun ist 
" g(x) = ! {g¥>(x)- g~>(x)} E L, 
i=l 
18) Dieses Ta-MaB existiert als endliche Zahl, da {x EX; p < y ;;:; p + h bei 
f(x) ~ p} ~ {x EX; 0 < y;;:; H·xE(ul(x)}, bei E(g) die Teilmenge von X, in deren 
Punkten g of= 0 ist, nnd die Menge nach dem Zeichen ~ 7.U K gehort (nach Axiom 15), 
also endliches T-::\:Ia13 hat. 
mit 
1l 
T(G) = fx(R8)rg(x)dT = 19) T[ _L {G¥l-Ogi}< 
i=l 
<t:-'·Ta[{xEX;p<y~p---h bei l(x)~p-,-h}]. 
Da {x EX; 0 < y ~ h bei I (x) ~ p -· h} ~ G und c: >villkiirlich ist, folgt 
( ll) T a [ { x E X; 0 < y :::::; h bei I ( x) ~ p -- h}] ~ 
Ta[{xEX;p<y;-;;p-h bei f(x)~p--h}]. 
Umgekehrt gibt es bei willkiirlich positivem s eine nicht-negative 
Funktion m(x) E L mit {x EX, O<y~h bei l(x)~p-'-·h} ~ .1.11 (wobei J.lf 
auBere Ordinatenmenge von m(x)) und 
T(.ilf)-Ta[{x EX; O<y ~ h bei f(x) ~ p+h}J< s. 
Wegen Axiom b (§ 6) ist XE(m(z))(x) E L, somit auch n(x) =-= p· XE(m)(x) + 
+· m(x) E L. Die Differenz der auBeren Ordinatenmenge N (von n(x)) und 
der von p· XE<m>(x) enthalt {x EX; p<y~p+h bei l(x)~p+h}. Somit ist 
Ta[{x EX; p<y ~ p+h bei l(x) ~ p+h}J ~ 
~ fxn(x)dT- fxp· XE(m)(x)dT = 19) 
fxm(x)dT = T(M)< s+Ta[{x EX; O<y ~ h bei l(x) ~ p+h}J. 
;\lit ( 11) liefert dies 
Ta[{x EX; p<y ~ p+h bei l(x) ~ p+h}] = 
= Ta[{x EX; O<y ~ h bei l(x) ~ p+h}] = h·Ta[.Q?(p+h)].20) 
Der Beweis von (8) folgt nun leicht mit (10). 
Analog leitet man (9) ab. 
Hilfssatz B. 21) Unter den gleichen Bedingungen fiir l(x) wie in 
Hilfssatz A folgt, bei Yo= 0 < Y1 < ... < y11 = H, und b = das Maximum der 
Differenzen Yi- Yi-1, 
n 
(12) auBeres T-MaB von F =lim L (Yi-Yi-1)·Ta[.Q7(Yi)J 
d-+0 i=2 
19) Man wende hier die Satze 6, {3 und 5 an. 
2°) Die Relation gilt auch mit f(x) ~ p statt f(x) ~ p + h, und !l?(p) statt 
!l?(P +h). 
21) Der Beweis benutzt folgendes Lemma: In X x R 1 folgen aus A; ~ E; 
n 
(j = 1, ... , n), jede Menge E; E K2, E;1 • E;, = 0 (j1 ::j:. iz) die Relationen Ta( . I A;) = 
n n n 1=1 
.I Ta(A1) und T;( .I A;) = .I T;(A1). Beweis der ersten Relation: Bei 
i=l i=l i=l n 
willkiirlich positivem e gibt es eine :Menge E E K mit ,I A; ~ E und T(E) < 
n i=l 
< Ta( ,I A,) + e. Dadurch ist 
;=1 n n n n 
Ta( _LA,)::£ _LTa(A,) ~ _LT(E·E,) ::£ T(E) < Ta( _LA,)+ e, 
j=l i=l j=l !=l 
woruus mit s -+ 0 die crste Relation folgt. 
uud 
1l 
(13) inneresT-l\faBvon.F'=lim L (Yt-YJ-l)·Ti[S29(Yi)], 
0--+0 i=2 
wobei JJ7(y1) sich auch durch JJ?(Y;-1) ersetzen laBt. 
Be\veis. Nach Satz 11, .x ist jede auf X konstante Funktion 1'-meBbar; 
bei 0;£y<y-:£H ist die Menge !Jg('fj, y) 22) (welchc JJ1(Y, y) enthiilt) E Ka, 
gehi:irt sogar zu K 2 , da sie Durchschnitt der DHferenz der iiuBeren 
Ordinatenmengen der konstanten Funktionen vom \Yerte y bzw. y und 
cler auBeren Ordinatenmenge der Funktion g E L ist. 
Das Lemma in FuBn. 22 gibt somit 
" (14) auBeres T-MaB von F = LTa[JJt(YJ-l,YJ)]--i-Ta[JJt(O,yl)] 
i=2 
und 
" (15) inneres T-MaB von F = LTi[JJJ(YJ-1: YJ)] +Ti[JJt(O, y1)]. 
i=2 
Mit Hilfssatz A folgt aus (14): 
" (16) L (YJ-YJ-l)·Ta[JJ7(Yt)]-:£. auBeres lVIaB von 
i=2 " 
F-:£. L (Yt-YJ-l)·Ta[.Q7(YJ-l)]+Ta[.Qt(O,yl)]. 
1=2 
Da .Qt(O, y1) ~ {x EX; 0 < y-:£. Yl · XE(g)(x) }, und die letzte Menge zu ]{ 
gehi:irt (§ 6, Axiom b), somit ein T-MaB hat, das mit y1 -+ 0 gegen Null 
konvergiert, ist lim T a[.Qt(O, y1)] = 0. Da es weiter fiir jedes p mit 
'lh---+0 
0<p-:£G die Inklusion .Q?(p)~-{xEX;O<y;£1 bei g(x)>O}~:-=;{xEX; 
0<y;£XE(q)(x)} gibt, und die letzte ~Ienge zu ]{ gehort, ist Ta[.Q7(p)] fiir 
die betrachteten p-Werte eine beschrankte, monotone Funktion. Nach 
einer bekannten SchluBmethode hat jede der in (16) vorkommenden 
Summen einen Grenzwert, und dieser ist fiir beide derselbe. Damit ist 
(12) bewiesen. 
Mit (15) und Hilfssatz A zeigt man in gleicher Weise (13). 
Satz 12. 1st 0-:£f(x)-:£g(x) mit g(x) EL, 1.md hat f(x) eine positive 
obere Schranke H, so ist zur T-Integrierbm·keit von f uber X not-wendig 1.tnd 
hinreichend, da{J f11.r jeden Wert a auf (0, H), hochstens abzi:ihlbar unendlich 
viele ausgenommen, die Teilmenge E[f(x)~a] von X T-mef3ba1· ist. Dann ist 
n-1 
(17) fx(RS)lf(x)dT =lim L [YJ-YJ-l] ·mT[!J?(y,)]; 
b->0 i=2 
dabei ist b d·ie gro{Jte der Intervalli:ingen (Yi-Yi-l)(i= 1, ... , n), -wobe1: 
O=yo<Yl < ... <Yn-1 <Yn=H und jede Menge E[f(x)~YJ](j = 1, ... , n-1) 
T-me(Jbar. 
22 ) Vergl. die Definition von Q1(p, p ~h) in Hilfssatz A. 
Bemerkung. AuBenlem laBt sich schreiben 
n-1 
(18) Yl·mT[QJ(yl)]-+- _L (Yi-YJ-l)·mTL.Q?(YJ)J :~ 
i=2 n 
~ fx(RS)lf(x)dT ~ Yl·Ta[.Qi(Yl)]-, L (Yt--YJ-l)·mT[.f.??(YJ-1)]; 
i-2 
dabei ist fJj(y1) die Teilmenge von X xR1 mit x EX, O<y~ 1 bei 
O<f(x)<Yl· 
( 18) laBt sich umformen zu 
n-2 
LYJ{mT[.Q7(YJ)] - 'inT[DJ(YJ+l)]} -- Yn-l · m:L'[DJ(Yn-J)] ~ fx(RS)lf(x)dT ~:; 
i-1 
n -·1 
+ _L Yr {mTl.QJ(YJ-l)] - m'l'[D?(YJ) ]} Yn · mT[.Q?(Yn-1) ], 
i=2 
woraus bei der gewahlten Teilung 0 =yo...;_ Yl < ... < Yn = 11 die Existenz von 
zwe·i Treppenfunktionen g(x), h(x) E L* (§ 5) folgt mit 
0 ~ g(x) ~ f(x) ~ h(x); lj.(g) ~ fx(RS)lf(x)dT ~ lj.(l~), 
lim {Jj.(h)-Jj.(g)} =• 0. 
0-+0 
Der Beweis von Satz 12 uncl Bemerkung folgt mit Hilfssatz B. 23) 
§ 8. Der Vektorverband L und das elementare Integral I von be-
schranktem Typus fuhrten in X X R1 zum :Mengenkorper K (Satz 1) cler 
(<P- und) 1'-meBbaren Mengen (Satz 2 und § 2ter), aus welchem die 
Mengenkorper K 2 und K 3, fur deren Mengen ein mittels T gebildetes 
beschrankt additives und vollstandigcs MaB mT definiert ist, hervorgingen 
(nach der in § 2ter angedeuteten Methode). Diejenigen in bezug auf 
(<P und) T (RS)I-integrierbaren Funktionen f, bei welchen die auBeren 
Ordinatenmengen F+, F- (§ 1bia) der zugehorigen nicht-negativen l!..,unk-
tionen f+, t- beide zur Klasse K 2 gehoren (siehe §§ 2ter u. 4), 24) nennen 
wir eigentlich integrierbar nach (</J und) '1', die ubrigen uneigentlich 
integrierbar nach (</J und) T. 25) 
Durch die Hinzifugung der Bedingung (J enthalt der Vektorverband L* 
von Treppenfunktionen (§ 5) nicht nur die Nullfunktion; das gleiche gilt 
vom V ektorverband L * * von Treppenfunktionen, die eigentlich integrie1·bar 
nach T sind. Fur Treppenfunktionen f E L** sind die zugehorigen Integrale 
lj.*, definiert wie Jj. in § 5, Elementarintegrale von nicht-negativem 
Typus, welche fur diese Funktionen mit ihrem (RS)I-Integral nach T 
zusammenfallen. 
23) Vergl. J. RIDDER, Fnnd. mat.h. 24, 72-117 (1935), insbes. S. 100-102. 
24) Aus F+ E K2 folgt. die Exist.enz einer gEL mit f+ ~g. Also geh6rt. die 
Teilmenge von X, in deren Ptmkten j+ -:f::. 0 ist, zu einer analogen Teilmenge E(g) 
bei g, d.i. eine Menge mit charakteristischer Funktion E L (nach Axiom c5). 
25) Die eigentlich integrierbaren Funktionen sind auch immer beschrankt. 
:\Ian sieht nnschwcr ein, daB die aus <P fUr clio l\Iengen des Korpers K 
(Satz l) hervorgehenclen Variationen G, igl nnd T sich auch auffassen 
lassen als abgelcitct aus fur die Funktionen f E L definierton Elementar-
integralen von nicht-negativem Typus (im Sinne von § 2) I a bzw. Il?l 
bzw. I r, und zwar in derselben ·weise wie <P aus dem Elementarintegral I 
hervorging (Satz 2). Nun gilt der 
Sat z 13. Der V ektorverband L ( § l) ~md das eben betmchtete zugehorige 
Elementarintegral I r fuhren. mittels der in § ;2ter und § 4 angegebenen 
Verfa,hren, zur selben Klasse von nach T eigentlich integrierbaren Funktionen 
wie der Vektorverbancl L** ron (nach T eigentlich integrierbaren) Treppen-
funktionen und das zugehorige Elementarintegral lj* unter A nwendung 
derselben Verfahren; die I ntegralwerte sind in beiden Fallen dieselben. 26) 
Bevveis. Lund Ir fi.ihren zum Korper Kin XxR1 (Satz l) mit 
beschrankt additiver nicht-negativer lVIengenfunktion T; K laBt sich 
erweitern zu einem beschrankt additiven Korper K 1, fiir dessen Mengen 
nicht-negative auBere und innere MaBe, T a bzw. Ti, aus T abgeleitet sind 
( vergl. § :zter). 
In gleicher 'V eise geht a us L * * und lj* in X x R1 ein Korper ]{* * mit 
beschrankt additiver nicht-negativer l\Iengenfunktion T* * hervor; K* * 
laBt sich wieder erweitern zu einem beschrankt additiven Korper Kt*, 
fiir dessen lVIengen T* * zu auBeren und inneren MaBen, T:* bzw. T{*, 
ftihrt. 
Mit Axiom b (§ 6) und der Definition von L** (§ 8) folgt, daB jede 
Menge E K enthalten ist in einer Menge E K**; die Umkehrung folgt 
unmitte]bar aus der Definition von L** und der von nach T eigentlich 
integrierbaren Funktionen ( § 8). Daraus folgt, daB die Korper K 1 und 
]{~* iclentisch sind. 
Aus der Definition der auBeron und inneren MaBe geht hervor, daB 
fiir jode Menge E E K1 ,= K~* gilt: 
T{*(E) ~ Ti(E) ~ Ta(E) ~ T:*(E). 27) 
Daraus folgt fiir die aus K1 =' Kt* (gemaB § 2ter) abzuleitenden Teil-
korper K 2 und K;* von T- bzw. T* *-meBbaren lVIengen: 
K;* ~ K2. 
Zu jeder Menge E E K2 und willki.irlich positiwm s gibt os Mengen 
.ilf1 E K, 1J12 E K mit 
lJ11 ~ E ~ 1vJ2, 
und 
mr(E) --- e = Ti(E)- e < T(lJ11) ~ T(.L112) < T a(E)-: e =~ rnr(Eh e. 
26) Die Erweiterung des Satzes auf nach G-, lgl- oder <P-eigentlich integrierbaren 
Funktionen liegt auf der Hand. 
27) T~*(E) ist untere Schranke aller T**(G) mit G ~ E und E K**; es gibt 
dndureh aueh :\lengen Go ~ E und E K, fi.ir Llif' T(Go) yon '1'~*( E) \l·illki.irlieh wenig 
abweicht. Darn it folgt: Ta(E) ~ T:*(E). 
\Veiter gibt es, wegen der Bemerkung zu Satz 12. )lengcn N1 E K**, 
Nz E K** mit 
und 
Daraus folgt die Existenz des T**-)laBes von E mit 
111T**(E) == mT(E). 
daneben: 
Die Klassen Kz und K;* fallen somit zusammen; fur ihre Jfengen auch 
die Z1tgeh6rigen T- und T**-.Ma[Je. Dies enthalt den Satz. 
Bemerkung. Aus E E Ka, und FE K**, somit wegen K** ~ Iq* == 
== K 2 ~ K 3, auch E K 3 folgt E · F E K 3, also ebenfalls E K 2 28) == K;*; 
nach Definition folgt E E K:*. Umgekehrt folgt in analoger Weise aus 
E E Jq* die Relation E E Ka. Somit fallen d·ie Klassen Ka u.nd Iq* 
zu.sammen ebenso wie die zu.gehorigen T- u.nd T* *-.M a[Je; classelbe gilt 
dadu.·rch fur die 1meigentlichen T- 1md T**-lntegmle. 
§ 9. Satz 14. Die im eigentlichen Sinne T-integrierbaren chamkteris-
tischen Fu.nktionen gehoren Z'l.t Teilmengen von X, die einen Korpet· Sfo 
bilden, fur den das VT-.Ma[J (nach § 5) beschrankt additiv ist; dieses .Ma[J 
ist (in X) sogar vollstiindig. 
Beweis. Es geniigt die letzte Behauptung zu zeigen. 
Zu der Menge m (in X) gehore bei willkiirlich positivem e ein Mengenpaar 
n1, n2 E Sfo mit 
Dann gilt fiir die auBeren Ordinatenmengen N1, .M, Nz der zu den Mengen 
n1. m, n2 gehorenden charakteristischen Funktionen 
Da x:* vollstandig ist, und Nl E K:*, Nz E K;* folgt .ME K;*. Dadurch 
ist auch m E Sfo; das VT-MaB ist vollstandig. 29) 
§ 10. Spezialisierung. Zu den Mengen eines Korpers k in X 
gehore ein beschrankt additives MaB u.; positive-, negative- und Total-
Variation, p bzw. n bzw. t, von u. fiir die Mengen von k sind ebenfalls 
beschrankt additiv. Zu k gehort ein Vektorverband L von Treppen-
h 
funktionen Lai'Xe;(x), mit CJEk(j=l, ... ,h),ei·ei=O(i=Jj) und Xe; 
i=l 
charakteristische Funktion von e1 (siehe § 1). Das elementare Integral 
28) Vergl. HIDDEH, Jo('. eit. 9), S. 146 (§ 3, Satz). 
29) Xatiirlioh hatte man ebenso wohl m 2• und K2 benut:wn konnen. 
h h 
I ( 2: a1 · Xe.i) c:~.o: 2: ai' ·u( e1) ist ein line ares Funktional von beschranktcm 
i~l i~l " h 
Typns; es hat die fl,bsolute Majorantc I 0( 2: a1 . x0 ) c_c .•. 2: ai · t(e1) (8iehe § 2bis). 
;~1 i~l 
Die Verfahren von §§ 1 his, 2bis fi.ihren zu dem l\lengenkorper K (in 
X xR1) und der fi.i.r die Mengen von K beschrankt additiven ::Uengen-
funktion W, mit positiver-, negativer- und Total-Variation G bzw. g 
bez'\v. T. 
Es laBt sich unschwer zeigen, claB ftir jede :.Henge e E k die charak-
teristische Funktion Xe(x) eine zu K gehorencle auBere Ordinatenmenge 
I2a(xe; X)(E K) hat mit 
(19) T[.Qa(xe; X)]= t(e). 30) 
Sowohl K (in X xR1) wie k (in X) lassen sich (nach in § 2ter angegebenen 
Verfahren) erweitern zu Klassen K 1 bzw. k1, fi.i.r deren :i\Iengen auBere 
und innere T-1\IaBe 'l.'a, Ti bzw. iiuBere und innere t-MaBe ta, ti definiert 
sind. Aus K 1 geht (nach § 2ter) der Korper K 2 von T-::\IeBbaren Mengen 
(vollstandiges MaB rnT), aus k1 der Korper k2 von t-meBbaren Mengen 
(vollstandiges l\faB Yt) hervor. Mit (19) liiBt sich zeigen, daB fi.i.r jede 
Menge e E k2 die auBere Ordinatenmenge .Qa[xe; X] E K 2, und umgekehrt 
fi.i.r jede auBere Ordinatenmenge .Qa[xe; X] E ]{2 die zugehorige :Menge 
e E k2 ist., wobei jedesmal 
(20) 
.Mit der Definition von YT in § 5 und der von L* * m § 8 folgt, daf3 der 
K or per lc2 zusarnrnenfallt mit dern K or per der M eng en in X, deren charalc-
teristisch.e Funktionen zu L* * gehoren, und daf3 fiir cine solche .Menge dann 
(20bis) rT(E) = rnTri2a(xe; X)]= vt(e) 
ist 
Auf dem hier eingefi.i.hrten Vektorverband L erfi.i.llt das zugehorige 
elementare Integral I Axiom o ( § 6). Somit gilt hier Satz 12, und laBt 
( 1 7) sich iindern in : 
n-1 
fx(RS)If(x)dT =lim L (YJ-YJ-l)·vt[e(f(x) ~ Y;)], 
11->0 i~2 
mit e[f(x)~y1](i= l, ... , n-1) t-meBbar; dabei ist fi.i.r jeden \Vert a auf 
(0, H), hochstens abziihlbar unendlich viele ansgenommcn, die Teilmenge 
e[f(x)~a] t-meBbar. 
Das loc. cit. 9) angewandte Verfahren zur Bildung von MaBen im 
Produktraume X X R1 ist von dem hier benutzten verschieden. Dennoch 
folgt durch Vergleichung von (l7bis) mit den loc. cit. 9), § 11, insbes. 
S. 157 angegebenen Resultate, daf3 das hier in diese1n Par. behandelte 
V erfahren zu1· Bildung von Riemann-Stieltjesschen I ntegralen und das 
lac. cit. 9) behandelte VeTfahren gencm ebenso weit fiihren. 
30) Eine gleichartige Relation gilt fiir die positiven Variationen, nnd fiir die 
negatiw'n Variationen. 
(l'o be continued) 
